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MATEMATICA

1. Dadaa fungdo f(x) :w, demonstre que: f(x+y)+ f(x-y)=21(x)f(»)

Resolugdo

f(x+y)+f(x=y)

|>—A[\)|>—~[\)|.—-|\>|.—NI>—‘

(156 +156 “‘”))%(156’@ +156°7)

156" -156" +156™" -156™" +156" -156™" +156* 156y)

=5l
= —[(156"156” +1567 156 ) +(156 *-156 ™ +156* 156" )|
=—[156* (156" +156 ) +156 (156" +156 "

=5l

156" +1567 )(156}’+156’y)

156" +156 ™ 156" +156
2 2
=2:-f(x)-1(»)

=2.

2. O sistema de seguranga de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na figura.
Um ladrao observa de longe e percebe que:

e asenha utilizada possui 4 digitos;
e 0 primeiro e o Ultimo digitos encontram-se numa mesma linha;
e o segundo e o terceiro digitos encontram-se na linha imediatamente superior.

Calcule o numero de senhas que deverdo ser experimentadas pelo ladrdo para que com certeza
ele consiga entrar na casa.

S o0 D N

Teclado numérico

Resolugdo

De acordo com o enunciado podemos escolher o primeiro e o tltimo digitos em uma das seguintes
linhas:

2% linha: 33 3 3 — 81 senhas
4 1 1 4
5 2 2 5
6 3 3 6

ou
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3% linha: 303 33 —> 81 senhas
7 4 4 7
8 5 5 8
9 6 6 9
ou
4? linha: 303 33 —> 9 senhas
0 7 7 0
8 8
9 9

‘Assim, o nimero total de senhas experimentadas ¢ 81 +81+9=171

3. Sejam a, b, ¢ e d niimeros reais positivos e diferentes de 1. Sabendo que log,d, log,d e

log d sdo termos consecutivos de uma progressdo aritmética, demonstre que:

c2 — (ac)loggd
Resolugdo
Se (log, d,log, d,log, d) ¢ umaP.A., entdo:
2log, d =log,d +log,d .. ZIOgd = logd +logd 2 _ 1 + ! 2 _ loge+loga
logh loga logc logh loga logc logh loga-logc
o loghrlogac -, _ log, b- .. 2log, c=log,b .. log, c* =log, b .. ¢’ =(ac)**"
loga-logc log, c

Comentario: Provavelmente nesta questdo ocorreu um acidente de trabalho. A expressdo a ser

demonstrada seria ¢’ = (ac)*®" . Isto pode ter comprometido algum tempo de prova para alguns
candidatos.

4. Determine o valor das raizes comuns das equagdes x'—2x’—11x"+18x+18=0 e
x'—12x" —44x* -32x-52=0.

Resolugdo:
Pesquisando as possiveis raizes racionais da equagio x* — 2x° — 11x*> + 18x + 18 = 0, temos:
+18;£9;+6;+3;x2ex1.
Por verificagdo, 3 ¢ —3 sdo raizes. Assim, x* — 2x° — 11x* + 18x + 18 ¢ divisivel por x* — 9.
x'—2x" —11x" +18x+18 |x* +0x -9
—x* +0x’ +9x° x> —=2x-2
—2x’ —2x" +18x
2x’ +0x” —18x
—2x>+0x+18
2x* +0x—18
0

Como, na equagdo xt—12x° —44x* - 32x - 52 = 0, os valores + 3 ndo sdo raizes, entdo o polindmio

x? — 2x — 2 contém as possiveis raizes comuns 1+ \/g .
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Como a segunda equagdo possui coeficientes inteiros, as eventuais raizes irracionais da forma
atbc aparecerao em pares conjugados. Vamos verificar a divisibilidade:

xt—12x° —44x* -32x-52 |x* - 2x -2
_ 4 3 2 2_ _
x +2x7 + 2x x°—=10x-62
—10x* —42x* —32x
10x* —=20x* —20x

—62x* =52x =52
62x* —124x—124
—-176x-176

Como o resto da divisdao ndo € zero, concluimos que 1+ V3 nio sdo raizes da segunda equacao.
‘Conclusﬁo final: Os dois polindmios nao possuem raizes comuns.‘

5. Resolva a equacdo 2senllx+cos3x+ V3 sen3x=0.

Resolucédo
Dividindo ambos os membros por 2:

senl 1x + %cos 3x +73.sen3x =0 .. senllx+ sen%.cos 3x+ cos%.sen?»c =0

senl 1x + sen (3x + gj =0

Transformando em produto:

2sen 7x+£ .coS 4x—1 =0
12 12

Teremos dois casos:

I) sen T+ :0:>7x+£:kn.'.x:—£+k—n,kez
12 12 84 7

ou
s T Tt kn

II) cos|4x—— |=0=4x——=—+kn..x=—+—,keZ
12 12 2 48 4

Portanto, |S = xeR/x=_—n+k—TE 0ux=7—n+k—n,keZ
84 7 48 4

6. Considere um tridangulo ABC de 4rea S. Marca-se o ponto P sobre o lado AC tal que

PA/PC= q , € o ponto Q sobre o lado BC de maneira que @/ @ =r. As cevianas AQ ¢ BP
encontram-se em T, conforme ilustrado na figura. Determine a area do triangulo ATP em

funcdode S, g er.
A

B Q C
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Resolugdo

Seja o a area do AATP e B a area do ATQC.

AATP e APTC possuem a mesma altura. Assim: “ ik S Apre = ¢
Apre  PC q

ATQC e ATQB possuem a mesma altura. Assim: B _oc S App =PBr
ATQB QB

AAQC e AABC possuem a mesma altura. Assim: = BC
a QOC
oa+p+—
q
S = oc+B+g . BO+0C S8 = oc+[3+g . B—Q+1 oc+B+g=i (1)
q ocC q)\0C qg r+l
. S AC
ABPC e AABC possuem a mesma altura. Assim: -
B+Pr+— PC
q

a)|(AP+PC) L AP )
S_[B+Br+;j'(P—C]”S_[B+B +qj.(PC+1j..

S=[B+Br+3j-(q+1).-.B+Br+3=i )
q q q+1

Com as equagdes 1 e 2, teremos o sistema:

o{lJrlJHi:i 1+l 1 S
| q r+1 lq I:(g:l: I";l

al — +B(1+r):i —  l+r 1
q qg+1 q q+
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Encontrando o valor de o por Cramer temos:
S
r+1
i 1+7 _i S . g+1-1 M :
o= qg+1 g+1 3 g+1 g+l Sq
) B T gtqr+ltr—1 q+qr+r
1+l 1 (q-’_lj(l-i-r)—l qrqr r qgt+qr+r (f]+1)(q+r+qr)
1 q q q q
1
—  1+r
q

7. Considere uma elipse de focos F e F', e M um ponto qualquer dessa curva. Traga-se por M duas
secantes MF e MF', que interceptam a elipse em P e P', respectivamente. Demonstre que a
soma (MF/FP)+ (MF'/F'P'") é constante.

Sugestao: calcule inicialmente a soma (1/ ﬁ) +(1/ ﬁ).

Resolucédo

Considere a elipse de equacao el +

2

. . X
Através da transformacdo x'=—

cy

¢ a equacgdo de uma circunferéncia.

y

b—zzl.

'

2

2

Y obtemos (x
b

N—
3]
+
7~ N\
|<
N—
[\ ]
Il
—_
]
c
[72]
8.
)
—_
=
~
+
—_
<
~
™o
Il
—_
e
o
o

F' A>
<ol ¥
a
elipse _/P'
circunferéncia
Utilizando poténcia de ponto na circunferéncia, temos:
2 2 2 2
(MF)-(FP)=(A'F)-(FA).(MF)-(FP)= (1—EJ(1+EJ . (MF)-(FP)=1-==2"°— b—z
a a a a
2
(MF)-(F'P")=(AF")-(F' 4') -.(MF")-(F'P') = (1__ 1+£j ~(MEY)-(FrPy =2
a a
MATEMATICA 5
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Calculando o valor da expressdo pedida, temos: ME ME (MF )2 .a_z +(MF ')2 -a—2
FP F'P' b b

:Z—j-((MF)2 Jr(MF')z):Z—j-Kx—M+£j2 +(y7’”j2 +| M

2 2 2 2 2 2 2a°(a*+c*) 2(a*+¢?
:a_. Z(X_Mj +2(y_MJ +L :a_.[2+2c ]: ( ): ( ): constante
a

8. Scjam a, b e c as raizes do polindmio p(x) =X’ +rx—t, onde r e ¢ sd0o niimeros reais nio

nulos.
a. Determine o valor da expressio a’ +b” +c’ em fungdo de r e 1.
b. Demonstre que S""'+7S""'—tS"?=0 para todo numero natural n>2, onde

S* =a" +b" +¢* para qualquer nimero natural k.

Resolugéo
a. Como a, b e ¢ sdo raizes, temos: p(a) = p(b) = p(c) = 0. Assim:

a@+r-a—t=0
P +r-b—t=0
CHroc—t=0

Somando as equagdes, obtemos: (a3 +5+ 03) tr(a+b+c)-3t=0

Por Girard, tiramos de p(x) =0 quea+b+c=0

Assim:@® +b> + 2 +1-0-3t=0 .- ‘a3 +b +c =3t‘

b. Do item (a) sabemos que a@+r-a—t=0.
Multiplicando a equagdo por a" 2, temos:

3 ) -2 -2 +1 -1 )
a-d" trea-d T —t-d" =0 4" t ca" 0

Analogamente para as raizes b e ¢ temos:

+1 - - - -
R i I | B R e |

omando os trés resultados:
S d t Itad
(an+1+bn+1+Cn+1)+r.(an-l+bn-l_I_cnfl)_t‘(an-2+bn-2+cn72)=0

Portanto, Sl pr gt g g2 0, para todo natural n > 2
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9. Calcule o determinante da matriz n x n em fungio de b, onde b é um ntimero real tal que b® # 1.

0
0
0
0

b

b’ +1

n linhas

Denotando por D, o determinante de ordem n e desenvolvendo-o por Laplace para a 1* coluna

b’ +1 b 0 0 0
b b’ +1 b 0 0
0 b b’ +1 b 0
0 0 b b’ +1 0
0 0 0 0 b’ +1
0 0 0 0 b
n colunas
Resolugdo
teremos:
b’+1 b 0 - 0
b b+l b - 0
2
D, =(b2+1) 0 O O 0
0 0 0 b +1
0 0 0 b

n-1

Calculando D", _; por Laplace para a 1* linha:

b’+1 b - 0 0
b b2+l - 0 0
D, _,=b-| P : :
0 0 b*+1 b
0 0 - b b +l
Dn—2

Assim, teremos a seguinte recorréncia:
2 2
D, =(b*+1)-D,, =b*-D, ,

Para cadan e N*:

4
n:1:>D1:b2+1:b2 1
b” -1
4 2 b6—1
n=2=D,=b"+b"+1=—
b° —
8
n:3:>D3:b6+b4+b2+1::2 1

b 0 0 - 0 0

b b*’+1 b - 0 0

0 b b*+l - 0 0

0 0 0 b*’+1 b

0 0 0 b b*+l
Dy
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Assim, por indugao finita:

2k+2 _1 b2k _1
Hipotese: Dy =———— e Dy, =——
b -1 b” -1
b2k+4 _1
Tese: D, , =———
k+1 b2 _1

Dy =(b?+1).D, ~b-Dy

(b2k+2 _1) o b2k 1

(12 1)
Dk+1_(b +1) 7 b ]
D b2k+4 b2+b2k+2 1 b2k+2+b2

k+1 b2 1
b2k+4 1
Dk+1 - 2
b° -1
b2n+2 _1
Portanto, | D, =—
b” -1

POLIEDRO

10. Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. Uma formiga percorre, sobre a

superficie do cubo, a menor distancia entre P e Q, cruzando a aresta BCem M e a aresta CD
em N, conforme ilustrado na figura abaixo. E dado que os pontos P, Q, M e N s3o coplanares.

a. Demonstre que MN ¢ perpendicular a AC.

b. Calcule a area da secdo do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M em funcao

BC=aeBM=b.

8 MATEMATICA
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a. Se o caminho ¢ minimo, na planificagdo do cubo P, M, N e Q estdo alinhados:

A

D

Se P, M, N e Q sao coplanares, PM e NQ se encontram num ponto T.
Como PM < BCHG e NQ < CDIH, entdo T pertence a intersec¢ao destes planos.

Logo T pertence a CH .
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Como TNC vale [, entdo tg = rc = NC zﬂ
NC g B
Como TMC vale a, entio g a =£:> C =£
MC g a
Do AMNC: tg o= NC = IC ga =>tgPB=1=P=45°e a=45°
MC tgpB TC
B M C
o 45°
Y
a=45° = y=90°
Portanto, MN ¢ perpendicular a AC.
A D

b. Para melhor visualizacdo da secdo, invertemos as bases do cubo:

H Q a-b E
a-bn2
P o
>
b
b2,
A
D
R b2
b
a2
G F
N
b b2
b a-b
B M C
T aresta do diedro

A construcdo da se¢do ¢ feita tomando como base a reta KM como aresta do diedro.

O prolongamento da aresta CF intercepta a aresta do diedro em T. Como T e N pertencem a
face DCFE, a aresta TN intercepta DE emP. Os pontos Q, R e K sdo simétricos em relagdo ao
plano mediador ABFE.

A interse¢ao do plano PQM com o cubo ¢ o hexagono KMNPQR.
Para calcular a drea da figura vamos utilizar os trapézios isdsceles KMNR e NPQR.
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a-b
=)
R - N
b, (a—b)V2
309
b2
K M
h
30°= 1
cos (a—b)\/E
h=(a-bv2 2
6
= (a-h)
Q (a-bV2
30
2 b3
h,
o]
R N
P
b2
2
a2
c0s30°= " hzzbﬁ'ﬁ hz=@
b2 2 2

Logo, a area da sec¢do PQRKMN ¢:

SR R

2 2 2

S

[angzjﬁ+(2"2_bj~b\/§=(a2 -’ +2ab—b2)§
NG

S:(az+2ab—2bz)7
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Comentarios

A prova de Matematica do IME de 2005 ja pode ser considerada como o exame mais dificil do
Brasil.

Os assuntos abordados ja eram previstos, pois tradicionalmente o IME pede questdes de
geometria plana, espacial, analitica, andlise combinatoria, equagdes algébricas e trigonometria.

Ressaltamos a falta de clareza do enunciado da questdo 4, que afirmava que as equagdes
possuiam raizes comuns, 0 que ndao ocorreu apos a sua resolugao.

Cumpre destacar o elevado grau de exigéncia de conhecimento e pratica para a resolucao das
questoes 7,9 e 10.

No contexto geral a banca examinadora do IME com sua prova selecionou os candidatos mais
bem preparados.

» POLIEDRO

O CURSINHO QUE MAIS ENTENDE DE IME E ITA
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